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Bestimmunff der Axen^ bei den Ellipsen . 

Von Nikolaus Fialkowski. 

(Mit II Tafeln.) 

§• 1. 

Es ist allgemein bekannt, dass die Axen bei einer Ellipse gefun- 
den werden konnen, sobald die Ellipse selbst gegeben ist; allein in 
dem Falle, wenn die Ellipse selbst nieht gegeben ist, also erst eon- 
struirt werden soil, und zur Construction derselben nur irgend eine 
von den zwei Axen oder nur irgend einer von den zwei conjugirten 
Durchmessern nebst der Tangente gegeben ist, haben wir keine 
allgemeine Losung. 

Die Losung dieser Aufgabe kann also nur dann allgemein 
genannt werden, wenn sie fur jeden Fall oder, was dasselbe ist, fur 
jede beliebige Stellung, welche die gegebene Tangente gegen die 
gegebene Gerade als Axe einnehmen kann, gleiche Geltung hat. 

§. 2 . 

Stellungen einer Tangente gegen die gegebene Axe. 

Eine Gerade als Tangente kann gegen die gegebene Axe fol- 
gende drei Hauptstellungen haben : 

Sie kann auf die gegebene Axe in einem der zwei Endpunkte 
normal sein; oder so, dass die beiden Verlangerungen sicb schneiden 
konnen; oder endlich so, dass die Tangente und die Axe zu einander 
parallel sind. 

Im ersten dieser drei Falle ist die Auflosung dieser Aufgabe 
unmoglich oder vielmehr unbestimmt, da bier unzahlig viele Ellipsen 
construirt werden konnen, deren jede die gegebene Axe so wie die 
Tangente gemeinschaftlich haben; im zweiten dieser drei Falle ist 
die Auflosung bestimmt, selbst dann, wenn der Durchschnittspunkt 
der Verlangerungen der zwei gegebenen Linicn, auf der Zeichen- 
flache niebt erhalten werden kann; endlich im letzten Falle ist dies 
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Auflosung vollkommen bestimmt, indem durch die zur gegebenen 
Axe parallele Tangente auch die zweite Axe gegeben ist. 

Dieser Betrachtung und Vorstellung gemass liaben wir in dem 
zweiten Falle, als demjenigen, der im praktischen Leben so wie 
in der Theorie vorkommt, zwei Losungsarten zu unterscheiden, 
je nachdem die Verlangerungen der zwei gegebenen Geraden, d. i. 
der Tangente und der Axe, sich auf der Zeicbenflaclie sclineiden 
oder nicht. 

Fur den ersten Fall, d. i. fiir den, wenn die Verlangerungen 
dieser zwei Geraden sich noch auf der Zeichenflache sclineiden, 
finden wir wohl in den Lehrbiichern der analytischen Geometric eine 
Losung, allein fur den zweiten nicht; wir wollen nun bier, unserm 
gegebenen Versprecben gemass, eine allgemeine, also fur jeden Fall 
giltige Losung geben, mag die Verlangerung der Axe yon der gege¬ 
benen Tangente geschnitten werden oder nicht, woraus dann aucli 
eine einfache Construction der Ellipse von selbst folgt. 

In Bezug auf die Verlangerung der gegebenen Axe oder des 
gegebenen conjugirten Durehmessers und auf die Wahl der fixen 
Punkte sind im Allgemeinen zwei Falle zu bemerken, denn es konnen 
die fixen Punkte, wie wir nachweisen werden, in der gegebenen 
Axe selbst, oder in deren Verlangerung angenommen werden; es 
wird daher die Construction der fraglichen Axen oder des fraglichen 
conjugirten Durehmessers ohne Verlangerung der gegebenen Axe 
oder des gegebenen conjugirten Durehmessers moglich sein. 

In Hinsicht der Axen und der conjugirten Durchmesser haben 
wir vier Falle zu unterscheiden, je nachdem die grosse oder die 
kleine Axe, der grossere oder der kleinere conjugate Durchmesser 
nebst der Tangente gegeben ist. 

Wir wollen also in alien diesen Fallen die Construction durch- 
fuliren, zugleich aber auch die weitere Bestimmung der Ellipsen- 
punkte zeigen. 

§• 3 . 

AjBestimmung der Axen mit Hilfe einer noch auf derZeiehen- 

fliiehe mogliehen Verliingerung der gegebenen Axe. 

a) Bestimmung der kleinen Axe bei einer Ellipse, wenn zur 
Construction derselben nur die grosse Axe und die Tangente gegeben 
sind, und wenn sich die zwei Linien, auch wenn sie verlangert 
werden, auf der Papierflache nicht sclineiden. 
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Es sei AB (Taf. 1, Fig. 1) die grosse Axe und tg die gegebene 
Tangente; man soli die kleine Axe suchen, sodann aber auch die 
Ellipse construiren. 

Wie unter diesen Bedingungen die Ellipse construirt wird, 
haben wir in unserer Abhandlung liber die Construction des Kreises 
und der Ellipse 1 ) bereits angegeben und bewiesen, wie aber die 
kleine Axe in diesem Falle bestimmt wird, das wollen wir sogleicli 
zeigen. 

Sollte nun in diesem Falle die kleine Axe gefunden werden, 
so braucbt n\an zuerst einen ausserhalb der Axe liegenden Punkt zu 
bestimmen; dieser kann aber kein anderer sein als der Beriihrungs- 
punkt der gegebenen Tangente mit der zu zeichnenden Ellipse, 
welclier nach dem in der genannten Abhandlung angegebenen Ver- 
fahren construirt werden kann. 

Dieser Beriihrungspunkt wird also in unserer Figur der Punkt 
G sein, welcher dadurch gefunden wird, indem man durch A auf 
AB die Normale CE fuhrt., AE = AC macht, in B die BD lothrecbt 
auf AB errichtet, sodann D mit E verbindet, und im Durchschnitts- 
punkte F abermals eine Senkrechte errichtet, bis diese die Tangente 
in G schneidet. 

1st nun auf diese Art der Beriihrungspunkt bestimmt, so 
beschreibe man liber der grossen Axe AB einen Halbkreis, ver- 
langere diejenige Gerade, in welcher sich der Beriihrungspunkt 
befindet, d. i. die FG fiber G hinaus bis die Peripherie des liber AB 
beschriebenen Kreises bei H geschnitten wird, lege dann durch II 
und durch irgend einen andern Punkt des liber AB beschriebenen 
Halbkreises, hier durch J eine Gerade bis zu der Axe, wodurch man 
in derselben einen fixen Punkt a erhalt. Wird ferner dieser Punkt 
mit dem bereits gefundenen Ellipsenpunkte G durch eine Gerade ver- 
bunden, und aus dem Punkte J die JKJ-AB gezogen, so erhalt man 
einen zweiten Punkt der Ellipse, d. i. den Punkt L 9 und dieser ist der- 
jenige, den wir zur Bestimmung der kleinen Axe benothigen. 

Um nun mittelst diesen die kleine Axe zu bestimmen , errichte 
man in 0 die OM normal auf AB, fiihre dann aus M durch J eine 
Gerade, welche die Verlangerung der Axe AB in dem fixen Punkte /3 


!) Aprilheft des Jahrganges 1855 der Sitzungsberichte der raathem.-naiurw. Classe 
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schneidet, und ziehe endlich aus diesem Punkte durcli L ebenfalls 
eine Gerade, bis sie die 031 in N schneidet, wodurcli ON als die 
kleine Halbaxe erfolgt. 

Beweis. 

I. Der Beweis fur die Richtigkeit des Punktes N folgt schon 
aus der Construction, wenn man sicli die zu zeichnende Ellipse 
durch die Drehung des iiber AB als Durchmesser beschriebenen 
Kreises entstanden denkt. Denn sind die Punkte J und 31 Punkte des 
Kreises, ferner der Punkt ft als ein fixer Punkt der durch J und 31 
gelegten Geraden, und N [3 als eine Stellung der Geraden 3I [3 nacli 
der Drehung, so ist, da der Punkt L als ein Punkt der Ellipse 
gefunden wurde, auch der Punkt N ein Punkt derselben, und zwar 
ein Endpunkt der kleinen Axe, indem der Punkt 31 in CD , zugleich 
aber auch in der iiber AB beschriebenen Kreislinie liegt; somit ist 
die NO die kleine Halbaxe, und daher, wenn N'O = NO gemacht 
wird, ist NN f die gesuckte kleine Axe. 

II. Man kann aber den Beweis auch auf folgende Art fuhren: 

Werden die Dreiecke 310 ft und KJft, ferner NO ft und LKft 

mit einander verglichen, so finden wir, dass je zwei und zwei 
einander almlich sind, namlich 


A310ftooAJKft, 
und ebenso ANOftcoALKft, 

aus welclien folgende brauchbare Proportionen folgen: 

JK: 310 = Kft: Oft , 

und LK : NO = lift s Oft; 

daher JK : 310 = LK : NO 

Oder JK: LK = il/O : NO . (I). 

Setzt man nun die grosse Axe AB = 2a 

und die kleine Axe. =2 b 

so ist die fragliche Halbaxe . . . iYO= b; 

da also der Punkt L als ein Punkt der Ellipse gefunden wurde, so folgt: 

JK : LK = a : b 9 
also auch 310 : NO = a : b\ 


oder wenn wir auch fur die ersten zwei Ausdriicke der Proportion I 
die entsprechenden Werthe suclien, so finden wir, da 
JK 2 = JO 3 — KO 2 = a 2 —v% 

JK = Va~ — 


also 
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uml LK = y ist, 

V a 2 ■— x 2 :y ==. a: b, 
woraus durchs Quadriren 

a 2 — x 2 : y 2 — a 2 : b 2 , 
durch weitere Operation 

b 2 x 2 + a 2 y 2 === a 2 b 2 
und hieraus durch Division mit a 2 b 2 

& , y 2 , 

a 2 + b 2 ~~ 1 ’ 

also eine bekannte Gleichung der Ellipse folgt. 

Folglich ist der Punkt N ein Punkt der Ellipse, und da dieser 
in dem senkrecht auf AB gezogenen Halbmesser, also in der Rich- 
tung der kleinen Axe liegt, so muss er ein Endpunkt der kleinen 
Axe, daheriVO die kleine Halbaxe, folglich NN die kleine gesuchte 
Axe sein w. z. b. w. 

§. 4. 

Bestimmung der iibrigen Punkte bei der Ellipse. 

Sind auf diese Art die beiden Axen bestimmt, so kann man bekannter 
Weise auf die eine oder die andere Art die iibrigen erforderlichen Punkte 
einer Ellipse suchen; es ware aber ganzuberflussigundunzweckmassig, 
bei dieser schon gemachten Construction irgend eine andere Methode 
in Anwendung zu bringen, indem schon mit Hilfe der zur Bestim¬ 
mung der Axen erforderlichen Linien und derjenigen, welche zur 
Bestimmung der Diagonalpunkte erfordert werden, im Ganzen 
20 Punkte gefunden werden konnen. Denn hat man den zur Bestim¬ 
mung der Axen erforderlichen Punkt L (Fig. 2) gefunden, so gibt 
er mittelst der parallelen Sehnen noch 3 andere Punkte der Ellipse, 
d.i. 9, 11, 19, welche jedesmal sehr leicht gefunden werden konnen. 

Da nun die vier Endpunkte der Axen ebenfalls Ellipsenpunkte 
sind, und wenn man nach dem in unserer Abhandlung angegebenen 
Verfahren, wie dies iibrigens auch aus der Figur ersichtlich ist, die 
zwei Diagonalpunkte, hier 2 und 7 bestimmt, so hat man durch diese, 
indem sie verschiedene Hohen haben, vermittelst der Parallelen 
acht weitere Punkte fur die zu zeichnende Ellipse; daher im 
Ganzen zwanzig Punkte, also mehr als ein geiibter Zeichner 
braucht. 
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§• s. 

b) Bestimmung der grossen Axe, wenn nur die kleine Axe und 
eine Tangente gegeben ist. 

So wie hier unter der gegebenen Bedingung die kleine Axe 
gefunden wurde, ebenso kann auch die grosse Axe gefanden wer- 
den, wenn nur die kleine Axe und eine Tangente gegeben ist. 

Es sei AB (Fig. 3) die kleine Axe und tg die Tangente; man 
soli die Ellipse construiren und in dieser die grosse Axe der Grosse 
nach bestimmen. 

Man suche zuerst den Beriihrungspunkt G und den ilim in dem 
fiber AB beschriebenen Halbkreise entsprecbenden Punkt JI, verbinde 
H mit irgend einem Punkte des Halbkreises liier mit J, verlangere 
die Gerade HJ bis sie die Verlangerung der Ax' in a scbneidet; 
alsdann flihre man durch J die JK senkrecht auf AB, verlangere 
die JK liber J hinaus, wodurch i n Ga ein dem Punkte J entspre- 
chender Ellipsenpunkt L erfolgt, und lege durch J und M eine 
Gerade bis zu der Axe, welches den fixen Punkt /3 gibt. Wird fer- 
ner aus dem so erhaltenen Punkte /3 durch L ebenfalls eine Gerade 
gefuhrt, bis die Verlangerung von MO in N geschnitten wird, so ist 
N ein Endpunkt der grossen Axe, und NO die verlangte grosse 
Halbaxe derjenigen Ellipse, deren kleine Axe die AB ist. 

B e w e i s. 

Auch fur diesen Fall kann der Beweis auf zweierlei Weise 
gefuhrt werden, entweder durch Anschauung oder durch die Analysis. 

Zum Behufe des Beweises durch Anschauung kann hier der in 
unserer Abhandiung aufgestellte Satz beniitzt werden, namlich 
der : dass eine und dieselbe Ellipse durch die Drehung des liber 
der grossen oder liber der kleinen Axe beschriebenen Kreises ent- 
standen gedacht werden kann, wobei man, uni dieselbe Ellipse zu 
sehen, zwei verschiedene Standpunkte als Beobachter annelimen 
muss, und zwar den einen Standpunkt in bestimmter und den andern 
in einer unendlichen Entfernung. 

Wird das Auge des Beobachters in unendlicher Entfernung 
angenommen und die Ellipse durch die Drehung des liber der 
kleinen Axe beschriebenen Kreises entstanden gedacht, so wird die 
Construction der Ellipse und folglich auch die Bestimmung der 
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grossen Axe auf einen einfachen Fall, namlich auf den Fall zurtick- 
gefuhrt, wo die Verlangerung der gegebenen Axe yon der der 
gegebenen Tangente geschnitten wird. Allein dieser Fall kann erst 
dann angewendet werden, wenn man hierbei nacb dem yon uns 
angegebenen Verfaliren einen Punkt der Ellipse gefunden hat. 

I. 1st also der Punkt G der Berubrungspunkt der gegebenen 
Tangente mit der zu zeichnenden Ellipse, so konnte man den End- 
punkt N der grossen Axe dadurch finden, indem man aus M durch 
H, d. i. durch den dem Beruhrungspunkte der Ellipse im Kreise ent- 
sprechenden Punkt, eine Gerade ftihrt, bis die Verlangerung der 
kleinen Axe AB geschnitten wird, den so erhaltenen Durchschnitts- 
punkt als den fixen Punkt beniitzt, und so die verlangte Axe erhalt. 

Allein dies ist nicht immer der Fall, und zwar insbesondere 
dann nicht, wenn der Berubrungspunkt sehr nahe an dem Endpunkte 
der grossen Axe ist, weil in diesern Falle die erforderliche Linie, 
auch wenn sie verlangert wird, die Axe nicht schneiden kann; man 
miisste daher noch einen zweiten Punkt suchen. 

Ist nun dieser z. B. der Punkt L , und der ihm entsprechende 
Punkt im Kreise der Punkt J, so muss, wenn die Punkte J und M 
Punkte des Kreises sind, und wenn die Linie ft JM als die durch 
sie gelegt Gerade, deren fixer Punkt in der Axe der Punkt ft ist, 
betrachtet wird, auch der Punkt N ein Punkt der Ellipse sein; und 
da dieser Punkt ohnehin in der Richtung der zu bestimmenden Axe 
liegt, so muss er ein Endpunkt der kleinen Axe sein, w. z. b. w. 

II. Betrachtet man die zwei Paare von Dreiecken NO ft, LKft, 
ferner MO ft und JKft, so findet man, dass je zwei einander ahnlich 
sind, namlich: 

ANOftooALKft 
und AMO ft rso A JKft, 

woraus folgende Proportionen aufgestellt werden konnen : 

NO:LK = ft 0: ftK 
MO : JK = ftO : ftK; 
daher MO : JK = NO : LK 

Oder MO : NO = JK : LK .(1). 

Da nun der Punkt L als ein Punkt der Ellipse gefunden wurde und 

MO = A 0 = b gegeben ist, so hat man 
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JK : LK = b : a, 
also aueh il/0 : iVO = b : a, 

folglicli ist NO die lialbe grosse Axe, und N e in Endpunkt derselben. 

Oder wenn wir fiir die in (I) aufgestellte Proportion die ent- 
spreclienden Werthe suchen und diese in (I) substituiren, so 
haben wir, da 

= OJt — OK* = b 3 — 

•also JK = Foja — OJf 3 = FA- — J/' ist, 

und LK — x gesetzt werden kann, 

b : a = V b z — y z : x, 

woraus bx = a V b z — ~y* 9 

liieraus durchs Quadriren 

b\v* = a 3 (6 3 — t/ 3 ) = — « S 2/S 

und durch Division mit a z b 2 

.fL + JL L = i 

a* ^ 63 

also eine bekannte Gleieliung der Ellipse folgt. 

Es ist dalier der auf obige Art gefundene Punkt N ein Ellipsen- 
punkt, und da er in der Richtung der grossen Axe liegt, so ist er 
ein Endpunkt derselben; somit ist NO die verlangte lialbe Grossaxe 
w. z. b. w. 

§• 6 . 

Aus der Construction der Fig. 3 sielit man wohl leicht ein, 
dass fiir den vorgelegten Fall die Verlangerung der Axe von der der 
gegebenen Tangente nur dann auf der Zeiehentlache niclit gesclinit- 
ten wild, wenn der Beruhrungspunkt der gegebenen Tangente zu 
iiahe an dem Endpunkte der zu suchenden Axe ausfallen sollte. 

In alien andern Fallen, wo der Beruhrungspunkt von dem End- 
punkte der zu suchenden Axe bedeutend weit entfernt ist, wird man 
den Durchschnittspunkt der Verlangerung der Axe mit der der Tan¬ 
gente auf der Papierflaclie erhalten, ohne dass die Verlangerungen 
zu weit gezogen werden miissen. 

Die Wiclitigkeit und Brauehbarkeit dieser Construction kann 
man noch besser dann einsehen, wenn man sich die Fig. 3 so 
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gestellt denkt, dass die Axe NN' in der Perspective parallel zur 
Basis ist, welcher Fall in der Perspective meistens vorkommt. Wir 
linden aber hierfur in keinem Lehrbuche der analytiscben Geometrie 
oder der Perspective ein Verfahren, wie man die Axen bestimmt; es 
durfte daher diese Construction jedem Freunde der mathematisehen 
Wissensehaften, insbesondere aber denen der Perspective willkommen 
sein, um so mehr, da diese Construction allgemein ist, also 
aueh dann gilt, wenn in der Perspective der Fall eintritt, dass zur 
Construction der Ellipse nur einer von den eonjugirten Durchmes- 
sern, und eine zum zweiten solchen Durelimesser parallele Sehne 
gegeben ist, wie dies in einem der folgenden Paragraphen zu seben 
sein wird. 


§• 7 . 

Bestimmung der ubrigen Punkte der Ellipse fiir den vorher- 

gehende n Fall. 

Dass man aueh in diesem Falle, fiir welchen wir die Construction 
der Axen sammt Beweis bereits angegeben haben, zur weiteren 
Construction der Ellipse eine bedeutende Anzabl von Punkten auf eine 
selir einfacbe Art bestimmen kann, versteht sich von selbst; indem, 
wie bekannt, jeder aufgefundene Punkt der Ellipse drei eorrespon- 
dirende Punkte hat, wovon zwei in den Richtungen der zu den Axen 
durch diesen bereits gefundenen Punkt gezogenen Pa^allelen ind 
und einer in der aus diesem Punkte dureh den Mittelpunkt der Ellipse 
gezogenen Geraden ist. 

Die vorziiglichsten Punkte bleiben wohl jedesmal die Diagonal- 
punkte, deren Construction wir in unserer fruheren Abhandlung 
liber den Kreis und fiber die Ellipse bereits angegeben haben. 

§. 8 . 

c) Bestimmung der zweiten eonjugirten Axe, wenn zur Con¬ 
struction der Ellipse, die eine dieser Axen, und die Riehtung der 
zweiten Axe nebst der Tangente an die zu zeichnende Ellipse 
gegeben ist. 

Es sei AB (Fig. 4) die eine eonjugirte Axe, ferner YY die 
Richtung der zweiten solehen Axe, und tg die gegebene Tangente; 
man soil die Ellipse eonstruiren und in derselben die zweite Axe 
ihrer Lange nach bestimmen. 
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Man suchc zuerst den Bcruhrungspunkt dor gcgebenen Tan- 
gcntc an die zii zeichnendc Ellipse, welcher liier der Punkt G sein 
wird, und der dadurch gefunden wurde, indcm man durcli A und B 
zu YY' cine Parallele gefiihrt, AE — AD gemacht, C mit E ver- 
bunden, und durcli den so crhaltencn Punkt F m YY 1 eine Parallele 
gezogen hat; man bcschrcihe ferner liber AB als Durclimesser 
einen Ilalbkreis, erriebte in den Punkten F und 0 Normalc auf AB , 
und verhingere sic bis zu der Peripherie dcs fiber AB beschriebenen 
llalbkreises , wodurch man die Punkte M und IT crhalt; alsdann 
nebme man in der Peripherie des llalbkreises AMB einen beliebigen 
Punkt J an, flihre durch diesen aus dem Punkte //eine Gerade, bis 
die Vcrliingcrung der gegebenen conjugirtcn Axe A B in a geschnit- 
ten wird; ebeuso fiihre man aus M durcli J eine Gerade, bis diese 
die Axe in /3 schneidct; wird endlich der so gefundene fixe Punkt a 
mit G verbunden, sodann aus J auf AB eine Normalc gezogen, 
ferner durch den Fusspunkt K dieser Normalen zu YY cine Parallele 
KJj gefiihrt, und aus dem fixen Punkte /3 durch den Durchschnilts- 
punkt L eine Gerade gezogen, bis die YY' in N geschnitten ist, 
so erfolgt der Punkt jVals ein Eudpunkt der gcsuchten Axe, und es 
wird alsdann NO die halbe solclic conjugirte Axe sein. 

15 c w e i s. 

Audi far diese Const ruction knnu der lieweis auf zweierlei Art 
gefiihrt werden. 

I. Denkt man sicli die zu zeichnendc Ellipse durch die 
Draining des liber AB als Durclimesser beschriebenen Ivreiscs ent- 
standeu, welches aber dann eintritt, wenn der Augcpunkt im Durch- 
schnittspunkte der Vcrlangerungcn der Axe und der Tangente, und 
der Distanzpunkt in der Verlangerung der CE liber C hinaus 
angenoinmen wird, so ist, da die Punkte II und J Punkte des 
Krciscs siiul, ferner G und L als Ellipscnpunkte gefunden warden, 
auch der Punkt N ein Ellipscnpuukt , und da N in der Richtung 
der fraglichen Axe liegt, so muss er nothwendiger Weise ein End- 
punkt derselben, und duller NO die halbe verlangtc Axe sein 
w. z. b. w. 

II. Bctrachten wir die durch diese Construction entstandenen 
Dreiecke MO[ 3, JK[ 3, NF[ 3, LK[ 3, IIFa, JKa , GFa und 
LKa, so finden wir, da IIF || JK |] MO, und ebenso, da FG || 
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IlL\\NO ist, dass je zwei und zwei Dreiecke einander abnlicb 
sind ; es ist namlich : 

AMOfiooAJKp, 
und AN0[Ico ALKfi, 

fcrner A IIF aco A JK a 

und AFGaco ALKa; 

cs findcn duller folgende Proportionen Slalt: 

MO : JK = PO : $K 
und NO : LK = /3 0 : [3K, 


dahor MO:JK=NO:LK 

Oder MO:NO — JK: LK .(I). 

Sctzen wir nun .4/7 = 2 a! und NN — 2 b' , also AO = MO ~ 

= a ', und NO = — ^ — == b*, ferner LK=y f und sueben 
die JK, welclie, wenn wir uns die JO gezogen denken, 

= Vjo* — ko* -- Vao 2 — KO~ = a- — x'~ 

ist, so haben wir durch Substitution dicser Wertbe in die obige 
Proportion ([): 


a ! : b' = V a'* 


X 




V 


woraus a' y ' = b' Va' z — x' z , 

daraus durebs Qundriren und weitere Operation 

d z y' z = b' z («'» — x' z ) = a' z b' z — b' z x' z , 
und hieraus dureb Division init a! z b' z crlialt man endlieb 

y' z 


x 


+ 


= u 


a'* ' b' z 

also eine bekanute Glcicliung der Ellipse fur das scbiefwinkelige 
Coordinaten - System. 

Somit ist der Punkt N ein Ellipscnpunkt und zwar ein Endpunkt 
des zweiten coujugirten Durchmessers, weil NO die Ricbtung des- 
selben ist. 

Es ist daber NO die gesuebte conjugirte Halbaxe w. z. b. w. 


& »: 

Bestimmung der u b rigcn P u n k t c 1>ci dicser Ellipse. 
Indem man in diesem Falle die zweite conjugirte Axe suebt, 
beniitzt man sogleicb die gefundenen Punktc, um die Construction der 
Ellipse weiter zu vollfiibren. So gibt z. B. der Punkt G (Fig. 5), d.i. 

12 
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der Berulirungspunkt mittelst Parallelen, noch drei andere Ellipsen- 
punkte; der PunktL gibt ebenfalls 4 Ellipsenpunkte; werden iiberdies 
noch zwei Diagonalpunkte gesucht, so hat man in it Beniitzung derer 
yermittelst der parallelenSehnen noch 8 Punkte der Ellipse; man hat 
daher, mit Einschluss der Endpunkte der beiden Axen, im Ganzen 
20 Punkte fur die zu zeichnende Ellipse. 

§. 10 . 

d) Bestimmung des grosseren conjugirten Durehmessers, wenn 
der kleinere nebst der Tangente gegeben ist, und die Richtung des 
zweiten Durehmessers bekannt ist. 

Es sei AB (Fig. 6) der kleinere conjugate Durchmesser, 
YY die Richtung des zweiten solchen Durehmessers, und tg als 
die Tangente gegeben; man soli die Ellipse construiren und in 
dieser den zweiten conjugirten Durchmesser bestimmen. 

Auch bei dieser Aufgabe werden wir zwei Constructionsfalle 
unterscheiden mussen, indem die Verlangerung der Axe von der 
der Tangente noch auf der Zeichenflache geschnitten werden kann 
oder nicht. 

Kann ein solcher Durchschnittspunkt auf der Zeichenflache 
erhalten werden, so brancht man nur den yon uns in unserer 
Abhandlung angegebenen Satz in Anwendung zu bringen, namlich 
den, dass eine Ellipse auch durch die Drehung eines liber dem 
kleinen conjugirten Durchmesser beschriebenen Kreises entstanden 
gedacht, und somit auch construct werden kann. 

Ist es hingegen nicht der Fall, d. h. kann der fragliche Durch- 
schnittspunkt auf der Zeichenflache nicht erhalten werden, oder 
gestattet es der Raum nicht einen solchen zu erhalten, so wird auch 
in diesem Falle eine Construction angewendet, welche ahnlich ist 
mit der vorhergehenden. 

Es wird namlich zuerst der Berulirungspunkt gesucht, d. i. hier 
der Punkt G, alsdann iiber AB als Durchmesser ein Halbkreis AMB 
beschrieben, in F und 0 die MO und FH normal auf AB gezogen, 
durch F zu YY eine Parallele gefiihrt, ferner auf dem Halbkreise 
AMB der Punkt J beliebig angenommen, durch den Punkt J aus 
H die Ha, und aus M die M [3 bis zu der Verlangerung der Axe 
gezogen, sodann aus J die JKMAB, und aus K zu YY' eine 
Parallele gelegt; endlich G mit a verbunden und aus |3 durch L eine 
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Gerade gezogen bis die YY' in NM geschnitten ist, wodurch NM als 
ein Endpunkt des verlangten conjugirten Durehmessers, und NMO 
als die Halfte desselben erhalten wird. 

Audi bei dieser Ellipse erfolgen 20 Punkle fur dieselbe, sobald 
man nur noch zwei Diagonalpunkte sucht und die diesen Punkten 
correspondii’enden Punkte bestimmt. 

§. 11 . 

BJ Bestimmung dcr Axen ohne Verlangerung der g e g e- 

benen Axe. 

Wir haben bis jetzt die Bestimmung der Axen mit Hilfe der 
Verlangerung der Axen ausgefiihrt; da es aber niclit immer moglidi 
ist, die gegebeneAxe nach irgend einer Seite bin zu verliingern, so ist 
es jedenfalls wiinschenswerth eine Construction zu haben, welche 
uns angibt, wie man die zu suchende Axe auch ohne die mindeste 
Verlangerung der gegebenen Axe bestimmt. 

Wir wollen nun zeigen, wie man auch unter dieser Bedingung 
die Construction der Axen und der Ellipse finden kann. 


a) Bestimmung der kleinen Axe, wenn die grosse Axe nebst 
der Tangente gegeben ist, und die gegebene Axe nicht 
verliingert werden darf. 

Es sei also AB (Taf.II, Fig. 7) als Axe, und tg als die Beriih- 
rende gegeben; man soli die zweite Axe bestimmen, und auch die 
Ellipse construiren, ohne dass man die gegebene AB verlangert. 

Man suche zuerst nach der gegebenen Weise den Beriihrungs- 
punkt G , beschreibe iiber der gegebenen Axe AB einen Kreis, ver- 
liingere di eFG bis zu der Peripherie dieses Kreises, und errichte in 
dem Halbirungspunkte 0 der AB auf AB eine Normale bis zu der 
Peripherie; alsdann nehme man in dieser Peripherie den Punkt J 
beliebig an, verbinde ihn mit II und M, wodurch man in der Axe AB 
die zwei fixen Punkte a und /3 erlialt; nun fiihre man aus J zu MO 
eine Parallele, und aus dem gefundenen Beruhrungspunkte G durcli 
den fixen Punkt a eine Gerade, bis jene von dieser bei K geschnitten 
ist; wird endlich aus K durcli |3 eine Gerade gefiihrt, so schneidet 
diese die M0 im Punkte N, welcher ein Endpunkt der verlangten 
Axe ist; es ist somit die NO die Halfte der verlangten Axe. 

12 * 
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B e w e i s. 

I. Denken wir uns die zu zeichnende Ellipse durch die Drehung 
des liber AB als Durchmesser beschriebenen Kreises entstanden, so 
dass der Punkt II nach der Drehung nacli G kommt, so muss die aus 
H durch einen beliebigen Punkt a der Axe AB gelegte Gerade in 
die Richtung der Ga fallen, und es wird der Kreispunkt J nach K 
kommen; so wie nun der Punkt II, nach der Drehung der Punkt G, ein 
Punkt der Ellipse ist, und in der zu MO gezogenen Parallelen liegt, 
ebenso wird auch der Punkt J nach der Drehung in der Verlangerung 
der Ga und in der durch J zu 310 gezogenen Parallelen enthalten 
sein; da also dieser Punkt in der Ju, zugleich aber auch in der Gv 
liegt, so muss er im Durchscbnittspunkte dieser zweiGeraden, also in 
K sein; es ist also der Punkt K ebenfalls ein Punkt der Ellipse. 

Da ferner der Punkt 31 als Endpunkt des auf AB im Halbirungs- 
punkte 0 normalen Durchmessers nach der Drehung in der Kw, 
zugleich aber auch in der MO liegt, so muss er im Durchscbnittspunkte 
dieser zwei Geraden, somit in N liegen. Es ist daher der Punkt iVein 
Endpunkt der verlangten Axe, und NO die Halfte dieser Axe. 

II. Betrachtcn wir die nach dieser Construction entstandenen 
Dreiecke 310 JLfi, iVO j3 und KLfi, so finden wir, dass je zwei 
und zwei einandcr ahnlich sind; es ist namlich: 

AjJ/OjSooAJXjS, 
und ANOficoAKLp. 

indem 310 || JL 

ist; man hat demnach folgende brauchbare Proportionen: 

310: 0 ft = JL:L ft, 

und NO :Ofi= KL :Lfi; 

setzen wir nun der Kiirze wegen 

310 = BO— a, NO = b, 
ferner LO = x , KL = y 

und 0 [3 = jul, Lj 3 = v, 

so kdnncn wir auch die LK finden, sobald wir uns die JO gczogcn 
denken; weil dann 


also 

ist. 


JL- == OJ 2 — 0 = >, 

JL =F rt• — 
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Werden nun diesc Werthc in die zwei obigcn Proportionen 
substituirt, so erhalt man: 

a: [x = y a z — x ' z : v 
und b:\)* — y:v 


oder bruchweise geschriebcn 


V « 3 =.t 3 


und 


b y 

[X V 

Dividiren wir diese zwei Gleichungen died fur Glied durcli 
ei nan der, so folgt 


und 

woraus man 


a 


A = Va 2 —x 2 v 

b v y 

a Va 2 — x 3 

h y 

ay = bVa* — x z 


erhalt, welclie Gleichung, beiderseits quadrirt etc., gibt sofort 
6 3 a? 3 -f-« 3 ?/ 3 = a z b z und hieraus durch Division mit a z b z folgt 


also eine bekaimte Gleiehung der Ellipse. 

Somit ist der Punkt i^ein Endpunkt der verlangten Axe, und 
NO die Halfte dieser Axe, w. z. b. w. 


§. 12 . 

yBestimmungder grossen Axe, wenndiekleineAxenebstder 
Tan gen te gegebenist, unddicgegebeneAxcnicht verliingert 

werden d a r f. 

So wie die feleine Axe gefundeu wurde, ebenso kann man aueh 
die grosse Axe finden, ohne dass man die gegebeue Axe zu verlangern 
brauclit. 

Es sci AB (Pig. 8) die kleiue Axe, und tg die Tangente an 
die zu zeichnende Ellipse; man soil die grosse Axe der Lange nach 
bestimmen und die Ellipse construiren. 

Man denke sicli die zu zeichnende Ellipse durch die Drehung 
des liber der kleinen Axe beschricbcncn Kreises entstanden, bcschreihe 
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auch wirklich einen solchenKreis, mid suelie den Beriihrungspunkt G, 
so wird man selir leicht dendiesem Berfihrungspunkte entsprechenden 
Punkt in der Peripherie des Kreises, d. i. den Punkt H, finden; nun 
nehme man in der Peripherie dieses Kreises den Punkt J beliebig 
an, und verbinde ihn mit H und M dureli Gerade, wodurch man in 
der AB die zwei fixen Punkte a und /3 erhalt; wird alsdann aus dem 
Berfihrungspunkte G durch den fixen Punkt a eine Gerade, und durch 
J zu der Richtung der zu bestimmenden Axe eine Parallele gefuhrt, 
sodann beide soweit verlangert, bis sie sieh schneiden, und endlieh 
aus dem so erhaltenen Durchschnittspunkte ifdurch den fixen Punkt ]3 
eine Gerade gefuhrt, bis sie die Richtung der zu suchenden Axe 
scheidet, so erfolgt N als ein Endpunkt der verlangten Axe, und NO 
als die Halfte einer solchen Axe. 

B e w e i s. 

I. Was den Beweis betrifft, so ist er ganz ahnlich mit den bei 
der vorhergehenden Construction angegebenen, indem diese Con¬ 
struction ebenso wie die vorhergehende ganz gewiss seine Richtigkeit 
hat, sobald man zugibt, dass die zu zeichnende Ellipse durch die 
Drehung des fiber der kleinen Axe beschriebenen Kreises entstanden 
gedacht werden kann. Denn ist G der Beriihrungspunkt, ferner H 
der ihm entsprechende Punkt in der Peripherie, M ein Endpunkt 
des auf AB in 0 gezogenen Durchmessers, und J ein Punkt in der 
Peripherie, welchem der Ellipsenpunkt K entspricht, so muss noth- 
wendiger Weise die aus K durch den fixen Punkt ]3 geffihrte Gerade 
die Lange der gesuchten Halbaxe abschneiden. 

II. Man findet fibrigens auch hieraus den nach dieser Construc¬ 
tion entstandenen Dreiecken MO[ 3, JL[ 3, NO ft und KL[ 3, dass je 
zwei und zwei einander ahnlich sind; es ist namlich: 

AMO$coAJL$, 
und ANOficoAKip, 

woraus die zwei brauchbaren Proportionen 
MO :Ofi = JL:L ft 
und NO: 0 ft — KL:L ft 

folgen. 

Wird nun liier die YY' als Ordinaten- und AB als die 
Abscissen-Axe angenommen, sodann der Kfirze wcgen 
MO — B 0 = a. 
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ferner LO = x, KL—y 

und 0/3 = p., L[ 3 = v 

gesetzt, so finden wir aach'die Ji = , un( i haben somit 

durch Substitution in die zwei obigen Proportionen 

a:ix = V a z — x z : v 
und b:p.=y:v 


oder 


V a z — x z 


v- y 

b __ y 

p. v" 

und hieraus durch Division 

a _ V a 1 — x ' 1 

b y 

woraus durch weitere Operation 


i 

a 2 ^ b z 


also eine bekannte Gleichung der Ellipse folgt. 

Es ist daher auch diese Construction ganz richtig. 


§• 13 . 


Bestimmung der conjugirten Durchmesser, ohne dass 
den gegebenen Durchmesser verliingert. 


ma n 


So wie man die kleine oder die grosse Axe bestimmen kann, 
ohne dass man die gegebene Axe zu verlangern braucht, ebenso kann 
man auch den fraglichen conjugirten Durchmesser finden, ohne den 
gegebenen im mindesten zu verlangern. 


c) Bestimmung des kleineren conjugirten Durchmessers, wenn 
der grosser e conjugirte Durchmesser nebst der Tangente 
gegeben ist, und der ge ge b en e co nj ug i rte Dur c h me s s er nicht 
verlangert werden darf. 

Es sei AB (Fig. 9) der grossere conjugirte Durchmesser, tg 
die gegebene Tangente, und XX' die Richtung des zu bestimmenden 
zweiten conjugirten Durchmessers. 

Manbestimmezuerst denBeruhrungspunkt G, beschreibe fiber der 
gegebenen Axe AB als Durchmesser einen Kreis, durch dessen Dre- 
hung die zu zeichnende Ellipse entstanden gedacht wird; errichte auf 
AB in deren Punkten F und 0 Normale, bis die Peripherie in II und 
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M geschnitten ist; alsdann nehme man unterhalb der Axe der 

Peripherie den Punkt J beliebig an, yerbinde ihn mit H und if, falle 
aus demselben die JK J_ AB , ziehe durch K eine Parallele zu XX, 
and fiihre aus dem gefandenen Beriihrungspunkte G dnrch den fixen 
Punkt a eine Gerade, bis diese Parallele in L geschnitten ist; wird 
endlieh aus dem so erhaltenen Punkte L durch den zweiten fixen 
Punkt /3 eine Gerade gefuhrt, bis die XX 1 in N geschnitten ist, so 
erfolgt N als der Endpunkt und NO als die verlangte Halbaxe. 

I. Sind die Punkte If, M und J Punkte desKreises, G und L aber 
Punkte der Ellipse, so muss nothwendiger Weise der Punkt N eben- 
falls ein Punkt der Ellipse sein , sobald man sich die zu zeichnende 
Ellipse durch die Drehung des fiber AB als Durchmesser beschrie- 
benen Kreises entstanden denkt, und annimmt, dass die MO in 
die Richtung der Ox 9 und FH in die durch F zu NO gezogene 
Parallele fallt u. s. w. 

II. Werden die durch unsere Construction entstandenen Drei- 
ecke MO1 3, JK[ 3, ferner NO |3 und LKfi in Betracht gezogen, die 
AB und XX als Coordinaten-Axen angenommen, sodann MO=BO=a', 
NO = V 9 ferner 0/3 = /^, K [3 = v; OK~x' und KL =y' gesetzt, 
so hat man: 


MO:Ofi— JKiKfi 

N0:0P=KL:KP, 


und 


in welche Proportionen die obigen Werthe substituirt, gibt 



und 


denkt man sich nun die J 0 gezogen , so kann man dann auch die 
JK finden, indem dann 


JK= V JO" — OK" =V ct': — x 


ist; man hat daher durch Substitution in die obigen Proportionen 


a' — y a f z — x 'z : v 


oder 


a' V a ,z — x' z 


v 



v 
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aus welclien zwei Proporfionen durch Division 

a' __ Va'*—x'* 

b' y' 

und durch weitere Operation 

x' % , y ,z __ 4 

o' * ‘ + ~~V* ~~ ’ 

also eine bekannte Gleichung der Ellipse fur das schiefwinkelige 
Coordinaten-System folgt. 

Es ist somit der Punkt N ein Punkt der Ellipse, und zwar ein 
Endpunkt der fraglichen Axe. 

§. 14. 

d) B e s t i m m u n g d e s grosseren c o n j u g i r t e n D u r c h m e s s e r s, wenn 
zur Construction der Ellipse der kleinere conjugirte Durch- 
messer nebst der Tangente gegeben ist, und der gegebene 
Durchmesser nicht verliingert werden darf. 

Es sei AB (Fig. 10) der kleinere conjugirte Durchmesser, tg 
die Tangente, und XX die Richtung des zu hestimrnenden zweifen 
conjugirten Durehmessers. 

Man suche zuerst den Beruhrungspunkt G und den ihm ent- 
sprechenden Punkt im Kreise, hier den Punkt H; errichte in 0 
die MO normal A B, yerbinde den Punkt H mit irgend einem Punkte 
des Kreises, z. B. mit J, und J mit M durch eine Gerade; nun ziehe 
man aus J auf AB eine Normale JK , und fiihre durch Km XX f 
eine Parallele; wird endlich aus G durch cc eine Gerade gezogen 
bis die Parallele LL! bei L geschnitten wird, und aus L durch |3 
ebenfalls eine Gerade gefiihrt bis die XX 1 bei N geschnitten ist, so 
hat man N als den Endpunkt und NO als die Halfte des verlangten 
conjugirten Durehmessers. 

Auch der Beweis wird hierbei auf ahnliche Art, wie bei der 
vorhergehenden Figur gefiihrt, indent auch hier von den durch Con¬ 
struction erhaltenen Dreiecken je zwei und zwei einander ahnlich 
sind; es ist namlich: 

AMOfiroAJKp 
und ANO$n*AKL$ 9 

woraus die zwei Proportionen : 

310:0 ft — JK: Kfi 
und NO:Op=KL:KP 

folgen. 
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Worden in diesen zwei Proportionen die entsprechenden Werthe 
gehorig substituirt, so erlialt man durch weitere Operation die allge- 
meine Gleichung 


+ 


y' 


6 ,a 


= 1 


als eine Gleichung der Ellipse fur das schiefwinkelige Coordinaten- 
System, wodurch also nachgewiesen wird, dass die Construction 
ganz richtig ist. 

Wird in dieser Figur die aus dem in der Peripherie des Hilfs- 
kreises beliebig angenommenen Punkte J auf die Axe AB gezogene 
Normale bis zu der Gegenseite der Peripherie verlangert, ferner die 
KL f =KL gemacht, alsdann aus M durch J' eine Gerade gezogen 
bis die Yerlangerung der AB in j3' gesclmitten ist und aus /3' durch 
11 eine Gerade gefiihrt, so muss diese nothwendiger Weise durch 
den Endpunkt des grosseren conjugirten Durchmessers gehen, wo¬ 
durch also der Punkt N controlirt wird, im Falle er durch obige 
Construction undeutlich ausfallen sollte. 

Wird (iberdies aus H durch J' die Gerade HJ <z gezogen, und 
aus a durch 2/eine Gerade gefiihrt, so muss sie nothwendigerWeise 
die Tangente Liei G schneiden; auf diese Art kann man also jedesmal 
fur einen in der Peripherie gegebenen Punkt einen Ellipsenpunkt 
auffinden, wenn nur ein Punkt der Ellipse gegeben ist. 


§• 


IS. 


Wirhaben im vorhergehenden Paragraphen gesehen, wiemanden 
Endpunkt des grosseren conjugirten Durchmessers erhiilt, ohneden ge- 
gebenenverlangern zumiissen; wirhabenaber in derselben Figur den 
Endpunkt N auch dadurch bestimmt, indem wir die Axe verlangert 
haben. Vergleicht man nun diese zwei Constructionen mit einandev, 
und fasst auch die der fruheren Figur naher ins Auge, so sieht man 
sogleich ein, dass man bald die eine, bald die andere Verfahrungsart 
anzuwenden hat, je naehdem die grossere oder die kleinere Axe, der 
grossere oder der kleinere conjugate Durchmesser zu suchen ist, 
indem sonst schiefe Durchschnitte entstehen, und die Endpunkte der 
zu suchenden Axe nicht genug deutlich bestimmt werden. 

Im Allgemeinen ist hierbei das zu bemerken, dass wenn die 
grosse Axe oder der grossere conjugirte Durchmesser bestimmt wer¬ 
den soli, der Hilfspunkt in der Peripherie des liber der gegebenen 
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Axe, oder liber dem gegebenen conjugirten Durchmesser beschrie- 
benen Kreises so gewahlt werden muss , dass die zwei fixcn Punkte 
der Axe in deren Verlangerung auf die eine oder die andere Seite 
fallen; ist hingegen die kleinere Axe oder der kleinere conjugate 
Durchmesser zu bestimmen, so kann man und soli den Hilfspunkt auf 
der Peripherie des Hilfskreises so wahlen, dass die betreffenden fixen 
Punkte auf der gegebenen Axe erhalten werden. 

Fassen wir alle die angegebenen Satze und Constructionen 
zusammen, so konnen wir folgenden Lehrsatz aufstellen: 

Ist zur Construction einer Ellipse die eine Axe, 
oder der eine yon den zwei conjugirten Durchmessern 
nebst derTangente und derRichtung der zweitenAxe 
oder des zAveiten conjugirten Durchmess ers gegeben, 
so lasst sich jedesmal der Beruhrungspunkt dieser 
Tangente an die zu zeichnende Ellipse bestimmen, 
alsdann die Ellipse construiren, und in dieser die 
feblende Axe oder der fehlende conjugirte Durch¬ 
messer der Lange nach finden. 

Hat man also den Beruhrungspunkt, und ausser diesem auchnoch 
irgend einen andern Punkt der Ellipse bestimmt, so kann man, wie 
Fig. 11 zeigt, mit Hilfe yon einigen wenigen Punkten, d. i. der fixen 
Punkte der Axe, einebedeutende Anzahl von Ellipsenpunkten bestimmen. 

Wie man aus der Figur sieht, muss hier die Axe verlangert 
werden; allein man ist nicht immer im Stande, in einem sol- 
chen Falle die Ellipsenpunkte zu finden, weil nicht jedesmal die Axe 
von der Hilfslinie geschnitten werden kann, und es ist in diesem Falle 
die Losung der Aufgabenur dann allgemein, wenn man beliebig yiele 
Punkte ohne Verlangerung der gegebenen Axe findet. Dies geschieht 
auf ahnliche Art, Avie wir es bei der Bestimmung der Axen ohne 
Verlangerung der gegebenen Axe gesehen haben. 

Ist namlich AB (Fig. 12) der eine conjugate Durchmesser, 
XX' die Richtung des zAveiten, und J als ein Punkt der Ellipse gegeben, 
so suche man zuerst den diesem gegebenen Ellipsenpunkte entspre- 
chenden Punkt J' in dem fiber AB als Durchmesser beschriebenen 
Kreise, indem man Jm" || XX' ffihrt, sodann durch den so in d evAB 
erfolgten Punkt auf AB eine Normale ffihrt. Soil nun ein zweiter 
Punkt der Ellipse bestimmt Averden, so verbinde man einen beliebigen 
Punkt n der Peripherie des Kreises mit J', markire den so in der AB 
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crhaltenen fixen Punkt (liicr (3), fiille aus demPunkte n auf A B eiuc 
Normale nn\ fiilire durcli deren Fusspunkt n' eine Parallelc zu XX, 
und zielie aus J durcli |3 eine Gerade, bis die durcli n' zu XX' gezo- 
gene Parallele geschnitten wird, wodurch man also ?i" als einen 
Ellipsenpunkt erhalt; wird alsdann n' ri" = n ?i" gemacht, so ist n m 
der mit n" correspondirende Punkt. Auf almlielie Art bestimmt man 
jeden andern Ellipsenpunkt. 

Wie man aus dieser Construction sielit, istdiese Autlosung ganz 
allgemein, oline dass man die gegebene Axe zu verliingern braucht, 
und es hat da her folgender Satz ganz allgemeine Geltung: 

Ist zur Construction der Ellipse eine Axe oder 
einer von den zwei eonjugirten Durchinessern nebst 
d e r R i c li t u n g des andern und nurein Punkt der Ellipse 
g e g e b e n, so k a n n man j e d e b e 1 i e b i g e A n z a li 1 von 
Punk ten fur diese Ellipse fin den, und die felilende 
Axe oder den felilenden eonjugirten Durcbmesser der 
Lange nach bestimmen. 



